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1. Énoncé et principe de la preuve

On reprend les notations de l’exposé de l’introduction du livre de Bloch. On
rappelle donc que pour un k-schéma algébrique X, on note :

– A0(X) désigne le groupe des 0-cycles algébriquement équivalents à 0 modulo
les 0-cycles rationnellements équivalents à 0 ; 1

– Alb(X) la variété d’Albanese de X ; 2

Théorème 1.1. Soit X un schéma projectif lisse sur un corps algébriquement clos
k de caractéristique p.

Alors, le morphisme canonique

Θ : A0(X)→ Alb(X)

induit un isomorphisme sur les sous-groupes de torsion première à p.

Quelques remarques préliminaires :
(1) Si un élément de CH0(X) est de torsion, il est nécessairement de degré 0.

Autrement dit, on peut remplacer dans l’énoncé précédent le groupe A0(X)
par CH0(X).

(2) Pour tout entier r et tout groupe A, on note Ar le sous-groupe de A des
éléments annulés par r. Le théorème se reformule en disant que l’application
induite par Θ :

Θn : A0(X)r → Alb(X)r

est un isomorphisme. Ce résultat implique en particulier que le groupe
A0(X)r est fini, contrastant avec ce que l’on sait déjà pour la partie ration-
nelle sur C.

1.2. Principe de la preuve.– Le principe de la preuve de Bloch est très simple :

Date: Octobre 2016.
1. rappelons que si k est algébriquement clos, ce groupe coïncide avec le groupe de Chow des

0-cycles de degré 0.
2. on rappelle que c’est la variété abélienne universelle munie d’un morphisme :

X → Alb(X).
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– on montre que le morphisme Θr est surjectif.
– on construit un morphisme surjectif

Alb(X)r → A0(X)r

dans le cas particulier r = l est premier.
Cela conclut car en on en déduit que A0(X)l est fini, et nécessairement de même car-
dinal que Alb(X)l. Donc les deux applications précédentes sont des isomorphismes.
Pour obtenir que Θr est un isomorphisme, il suffit maintenant d’utiliser le fait que
A0(X) est un groupe divisible.

On déjà vu le résultat suivant, mais je rappelle brièvement la preuve.

Lemme 1.3. Sous les hypothèses du théorème précédent, l’application Θr est sur-
jective.

Démonstration. Le résultat est clair pour les courbes car dans ce cas, Θ est déjà
un isomorphisme (théorème d’Abel-Jacobi rappelé dans l’exposé introductif).

On raisonne par induction sur la dimension de X. Supposons donc dim(X) > 1.
Pour une section hyperplane générale i : Y → X, donc en particulier lisse, le
diagramme suivant commute :

A0(Y )r
(ΘY )r //

i∗
��

Alb(Y )r

i∗(1)
��

A0(X)r
(ΘX)r // Alb(X)r

par construction de Θ et d’après la propriété universelle de la variété d’Albanese.
La variété d’Albanese est la variété abélienne duale de la variété de Picard

Pic0(X). En particulier on dispose d’un accouplement de Weil sur les points de
r-torsions :

Alb(X)r ⊗ Pic0(X)r → µr

– où µr désigne le groupe des racines r-ème de l’unité de k – qui induit un isomor-
phisme :

Alb(X)r ' Hom
(

Pic0(X)r, µr
)
.

Utilisant l’isomorphisme :

Pic(X)r ' H1
ét(X,µr),

on en déduit donc une surjection canonique :

H1
ét(X,Z/r)∨ ' Hom

(
Pic(X)r, µr

)
−→−→ Hom

(
Pic0(X)r, µr

)
' Alb(X)r.

L’accouplement de Weil est essentiellement donné par un produit d’intersection. La
formule de projection classique montre que la diagramme suivant est commutatif :

H1
ét(Y,Z/r)∨ // //

(i∗)∨

��

Alb(Y )r

(1) i∗
��

H1
ét(X,Z/r)∨ // // Alb(X)r

D’après le théorème de connexion de Zariski, le morphisme

i∗ : H1
ét(X,Z/r)→ H1

ét(Y,Z/r)
est injectif. 3 On en déduit que la flèche (1) du diagramme précédent est surjective
et l’hypothèse d’induction permet donc de conclure. �

3. Pour être plus précis, on applique [Har77, III, 7.9] pour déduire que si V/X est un revêtement
étale connexe cyclique de X, d’ordre r, son image inverse sur Y est encore un revêtement étale
connexe. La classe de V ×X Y dans H1

ét(Y,Z/r) ne peut donc pas être triviale si [V ] est non
triviale.
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2. Méthode de Bloch et torsion du groupe de Chow

2.1. Suite spectrale du niveau.– Généralisons légèrement ce qu’on a vu dans l’exposé
précédent. On considère une théorie cohomologique bigraduée à support (définie sur
les paires (X,Z) où X est un k-schéma algébrique et Z un fermé de X) :

(X,Z) 7→ Hn,m(X,Z) = Hn,m
Z (X);

avec des suites exactes canoniques naturelles par rapport au pullback :

Hn,m
Z (X)

i!−→ Hn,m(X)
j∗−→ Hn,i(X − Z)

∂i−→ Hn+1,m(Z)

où l’on a posé : Hn,m(X) := Hn,m(X,X). On demande que cette cohomologie soit
pure dans le sens suivant : si X et Z sont lisses, Z de codimension pure c dans X,
on dispose d’un isomorphisme :

Hn,m
Z (X)→ Hn−2c,m−c(Z)

naturel par rapport à la fonctorialité contravariante.
Alors, on associe à la cohomologieH∗ et à un k-schéma lisseX une suite spectrale

dite du coniveau :

Ep,q1 =
⊕

x∈X(p)

Hq−p,m−p(x)⇒ Hp+q,m(X)

où l’on a posé pour x ∈ X, d’adhérence réduite Z dans X :

Hq−p,m−p(x) = lim−→
U⊂Z

Hq−p,m−p(U)

avec U parcourant les ouverts non vides de Z.
Les lignes de cette suite spectrale forment donc une famille de complexes :

C∗(X, Ĥq,m) := . . .
⊕

x∈X(p)

Hq−p,m−p(x)→
⊕

y∈X(p+1)

Hq−p−1,m−p−1(y) . . .

indexée par les couple d’entier (q,m), que l’on appelle complexes de Gersten associés
à la cohomologie H∗∗.

Exemple 2.2. Dans la preuve de Bloch, on utilise la suite spectrale du coniveau
pour les théories cohomologiques suivantes :

– La K-théorie algébrique de Quillen :

Kn,m(X,Z) = KZ
2m−n(X),

version à support. On notera en particulier que la cohomologie K∗,∗ est (2, 1)-
périodique, ce qui est le pendant algébrique de la périodicité de Bott classique
pour la K-théorie topologique. 4

– la cohomologie étale de Z/r-torsion :

Hn,m
ét (X,Z) = Hn

(
Xét, i

!(µ⊗mr,Z )
)

où i est l’inclusion de Z dans X.

Remark 2.3. Si l’on remplace ces axiomes par le suivant (plus fort) :
H∗ vient d’un foncteur de réalisation

H : DMgm(k)(k)op → A

alors, on peut même montrer que pour tout entier n fixé, le foncteur qui à une
extension K/k de type fini et un entier p ∈ Z associe l’objet

Ĥn(K)p := lim−→
U⊂X

Hn+p,p(U)

4. En particulier, cette périodicité est compatible à la réalisation complexe dans le cas où le
corps de base est C.
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où X est un k-schéma lisse intègre de corps des fonctions K et U parcourt les
ouverts non vides de X, défini un module de cycles sur k et les complexes de
Gersten associés à H∗∗ sont canoniquement isomorphes aux complexes de Rost à
coefficients dans Ĥq

∗ : cf. [Dég14]. On peut formuler ce résultat plus précisément en
disant que le terme E2 de la suite spectrale précédente s’écrit :

Ep,q2 = Ap(X, Ĥq)(m−p) ⇒ Hp+q,m(X).

La suite spectrale s’interprète de plus comme une suite spectrale d’hypercohomo-
logie (cf. ibidem).

On fera attention que l’hypothèse que H provient d’un foncteur de réalisation
comme ci-dessus n’est pas assez générale pour s’appliquer à la K-théorie algébrique
à coefficients entiers, car celle-ci ne définit pas un foncteur de source DMgm(k)(k).
Il faut généraliser la théorie ci-dessus aux théories cohomologique orientées de la
théorie de l’homotopie motivique : cf. [Dég13].

Quoiqu’il arrive, la suite spectrale précédente est, de manière évidente, foncto-
rielle en H et cette remarque est à la base de la méthode de Bloch que nous allons
présenter.

On rappelle le résultat suivant essentiellement du à Bloch et Ogus :

Théorème 2.4. Considérons les hypothèses du paragraphe 2.1. Pour tout couple
d’entiers (n,m), on note Hn,m le faisceau Zariski associé au préfaisceau U 7→
Hn,m(U).

Alors, le terme E2 de la suite spectrale du coniveau associé à H est de la forme :

Ep,q2 = Hp
Zar(X,H

q,m)⇒ Hp+q,m(X).

Plus précisément, la faisceautisation Zariski du complexe de Gersten C∗(−, Ĥq,m)
sur XZar induit une résolution flasque

Hq,m → C∗X(−, Ĥq,m).

2.5. Reprenant les exemples de 2.2, on rappelle les calculs suivants, valables pour
tout corps K :

– K0(K) = Z, K1(K) = GL(K)ab = K×,

K2(K) = (K× ⊗Z K
×)/{x⊗ (1− x) | x 6= 0, 1}. 5

– Hn,m
ét (K) est la cohomologie en degré n du groupe de Galois absolu de K à

coefficients dans le module galoisien µr(K̄)⊗m. En particulier, le théorème dit
« Hilbert 90 »affirme : H1,1

ét (K) = µr(K).
On dispose donc de morphismes canoniques :

Z = K0(K)→ H0,0
ét (K) = Z/r,

K× = K1(K)→ H1,1
ét (K) = µr(K),

K2(K)→ H2,2
ét (K), x⊗ y 7→ x ∪ y.

5. C’est le théorème de Matsumoto.
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Fixons un k-schéma lisse X. On peut vérifier que les morphismes précédents sont
compatibles aux différentielles des complexes de Gersten associés à X ; pluis préci-
sément, on obtient un diagramme commutatif de la forme suivante :⊕

z∈X(i−2) K2(z) //

×r
��

⊕
y∈X(i−1) K1(y) //

×r
��

⊕
x∈X(i) K0(x) //

×r
��

0

⊕
z∈X(i−2) K2(z) //

a
��

⊕
y∈X(i−1) K1(y) //

b
��

⊕
x∈X(i) K0(x) //

c
��

0

⊕
z∈X(i−2) H

2,2
ét (z) //⊕

y∈X(i−1) H
1,1
ét (y) //

��

⊕
x∈X(i) H

0,0
ét (x) //

��

0

0 0
(2.5.a)

En utilisant les notations introduites dans le paragraphe 2.1, on peut réécrire plus
succintement ce diagramme :

C∗≥i−2(X, K̂i,i)
×r−−→ C∗≥i−2(X, K̂i,i)→ C∗≥i−2(X, Ĥi,i

ét )→ 0,

où la notation ∗ ≥ i− 2 iniduqe que l’on a tronqué bêtement les complexes.
Tenant compte de la périodicité de la K-théorie, on peut réécrire cette suite de

la manière suivante :

C∗≥i−2(X, K̂i)
×r−−→ C∗≥i−2(X, K̂i)→ C∗≥i−2(X, Ĥi,i

ét )→ 0. (2.5.b)

Il est clair que les deux colonnes verticales de droites forment des suites exactes
d’après ce qui a été dit précédemment.

Remark 2.6. Une manière plus directe d’obtenir cette suite de complexes de Gersten
est d’utiliser la réalisation étale des motifs.

En effet, la cohomologie motivique de Voevodsky est définie comme la cohomo-
logie Zariski (ou Nisnevich) d’une famille de complexes (de cycles) Z(m) :

Hn,m
M (X) := Hn

Zar(X,Z(m))

où Z(m) est un complexe de faisceaux sur le site des k-schémas lisses.
On définit la cohomologie motivique étale, ou encore cohomologie de Lichten-

baum, comme la cohomologie étale du complexe de faisceaux étales associé à Z(m) :

Hn,m
L (X) := Hn

ét(X,Z(m)).

Le morphisme entre les sites Nisnevich et étales de la catégorie des k-schémas lisses
induit donc une transformation naturelle de cohomologie :

Hn(X,Z(m))→ Hn
ét(X,Z(m)).

On dispose par ailleurs d’une flèche naturelle de réduction modulo r et on en déduit :

Hn(X,Z(m))→ Hn
ét(X,Z/r(m)).

D’après les théorèmes fondamentaux de Suslin et Voevodsky :
– pour tout entier n ≥ 0, et tout corps K, Hn(K,Z(n)) = KM

n (K) où KM
∗ (K)

est la K-théorie de Milnor de K 6

– pour tout couple d’entier (n,m), on dispose d’un isomorphisme canonique
fonctoriel :

Hn
ét(X,Z/r(m)) ' Hn

ét(X,µ
⊗m
r ).

6. Rappelons :
KM

∗ (K) = T (K×)/{x⊗ (1− x) | x 6= 0, 1}
où T (K×) désigne l’algèbre tensorielle associée au groupe abélien K×.
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Ainsi, la suite de complexes 2.5.b est induite par la suite de transformations natu-
relles suivantes :

Hn(X,Z(m))
×r−−→ Hn(X,Z(m))→ Hn

ét(X,Z/r(m))→ 0.

Ce procédé est plus naturel car alors, on n’a plus besoin de tronquer les complexes
de Gersten. Par ailleurs, le fait qu’on obtient bien des morphismes de complexes
(i.e. le diagramme (2.5.a) est bien commutatif) est immédiat.

Pour la première suite verticale, rappelons le théorème suivant de Merkurjev-
Suslin.

Théorème 2.7 (Merkurjev-Suslin). Pour tout corps K, la flèche

K2(K)/r → H2,2
ét (K)

est un isomorphisme.

Un corollaire immédiat de ce théorème est donc :

Corollaire 2.8. Pour tout k-schéma lisse X, la suite (2.5.b) de complexes de
groupes abéliens est exacte.

2.9. En particulier, on obtient une suite exacte d’homologie :

H1(C∗(X, K̂i))
×r−−→ H1(C∗(X, K̂i))→ H1(C∗(X, Ĥi,i

ét )

→ H0(C∗(X, K̂i))
×r−−→ H0(C∗(X, K̂i)).

Notons que C0(X, K̂i) = Zi(X), groupe des cycles algébriques de codimension i.
Un calcul de Quillen montre par ailleurs que la différentielle⊕

y∈X(i−1)

κ(y)× = C1(X, K̂i)→ C0(X, K̂i) = Zi(X)

n’est autre que l’application diviseur. Autrement dit,

H0(C∗(X, K̂i)) = CHi(X).

Compte tenu du théorème 2.4, on peut donc réécrire la suite exacte ci-dessus comme
suit :

Corollaire 2.10. Pour tout k-schéma lisse X, il existe une suite exacte :

0→ Hi−1(X,Ki)/r → Hi−1(X,Hi,iét )→ CHi(X)r → 0.

En particulier pour d = dim(X) :

0→ Hd−1(X,Kd)/r → Hd−1(X,Hd,dét )→ CHd(X)r → 0.

On a besoin d’un dernier calcul pour conclure.

Lemme 2.11. Considérons les hypothèses du corollaire précédent. Alors, la suite
spectrale du coniveau pour la cohomologie étale de torsion dégénère en Ed−1,d

2 et
induit un isomorphisme :

Hd−1(X,Hd,dét ) ' H2d−1
ét

(
X,µ⊗dr

)
.

Démonstration. D’après le théorème 2.4, la suite spectrale du coniveau en cohomo-
logie étale a la forme suivante :

Ep,q2 = Hp
Zar(X,H

q,d
ét )⇒ Hp+q

ét (X,µdr).

Par ailleurs, le terme

Ep,q1 =
⊕

x∈X(p)

Hq−p
ét (κ(x), µd−pr )

est concentré dans les degrés :



THÉORÈME DE ROJTMAN I 7

– p ≤ d (évident) ;
– q − p ≥ 0 (évident).
– q ≤ d car pour tout x ∈ X(p), le corps κ(x) est de dimension cohomologique

inférieure à d−p, puisuque k est séparablement clos et κ(x)/k est une extension
de type fini de degré de transcendance égal à d− p ; (on applique le théorème
de Tsen).

La suite spectrale dégénère donc en Ed−1,d
2 et l’isomorphisme attendu est donné

par le morphisme bord :

Hd
Zar(X,H

d−1,d
ét ) = Ed−1,d

2 = Ed−1,d
∞ = H2d−1

ét (X,µdr).

�

2.12. Jusqu’à présent, on a pu travailler avec la r-torsion. Pour le dernier résultat,
on a besoin d’un argument de passage à la limite qui nous oblige à se concentrer
sur la l-torsion pour un premier l.

Sépcialisant en r = lν la suite exacte du corollaire ci-dessus, jointe au calcul du
lemme précédent, on obtient une suite exacte

0→ Hd−1(X,Kd)/lν → H2d−1(X,µdlν )→ CHd(X)lν → 0.

Prenant la limite inductive suivant ν ≥ 0, on en déduit donc une suite exacte
courte :

0→ Hd−1(X,Kd)⊗Ql/Zl → H2d−1(X,Ql/Zl(d))→ CHd(X)l−tor → 0.

Proposition 2.13. Soit l un nombre premier et supposons X/k projectif lisse.
Alors, il existe un isomorphisme canonique :

H2d−1
ét

(
X,Ql/Zl(d)

)
' Alb(X)l−tor.

Démonstration. Rappelons tout d’abord qu’il existe une suite exacte courte :

0→ Pic0(X)→ Pic(X)→ NS(X)→ 0

où NS(X) est le groupe de Néron-Severi, qui est un groupe abélien de type fini
d’après le théorème de Néron-Severi. On en déduit donc un isomorphisme sur les
l-complétés :

Tl
(
Pic0(X)

)
' Tl (Pic(X)) (2.13.a)

car N̂S(X) = 0.
La dualité de Poincaré induit un accouplement parfait :

H2d−1
ét (X,µdlν )⊗H1

ét(X,µlν )→ H2d
ét (X,µd+1

lν ) ' µlν .

Comme H1
ét(X,µlν ) = Pic(X)lν , on en déduit après passage à la limite :

H2d−1
ét (X,Ql/Zl(d)) ' Hom (Tl (Pic(X)) ,Ql/Zl(1)) . (2.13.b)

Enfin, comme on l’a déjà vu dans la preuve du lemme 1.3, la dualité de Weil donne
un accouplement parfait :

Alb(X)lν ⊗ Pic0(X)lν → µlν

qui induit après passage à la limite un isomorphisme :

Alb(X)l−tor ' Hom
(
Tl
(
Pic0(X)

)
,Ql/Zl(1)

)
. (2.13.c)

Les isomorphismes (2.13.a), (2.13.b), (2.13.c) donnent donc l’isomorphisme attendu.
�
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2.14. Conclusion.– D’après les trois résultats précédents, on obtient donc une suite
exacte :

0→ Hd−1(X,Kd)⊗Ql/Zl → Alb(X)l−tor → CHd(X)l−tor → 0.

pour un premier l 6= p.
Ceci donne en particulier que pour tout l 6= p, une surjection :

Alb(X)l → CHd(X)l = A0(X)l

qui permet de conclure que Θl est un isomorphisme de groupes finis. Comme A0(X)
est un groupe divisible, on en déduit facilement le résultat final, pour tout la torsion
première la caractéristique de k.

Corollaire 2.15. Soit X un schéma projectif lisse sur un corps séparablement clos
de caractéristique p.

Alors, pour tout premier l 6= p, il existe des isomorphisme canonique :

CH0(X)l−tor ' H2d−1
ét

(
X,Ql/Zl(d)

)
' Alb(X)l−tor.

Remark 2.16. Considérons la suite exacte de faisceaux l-adiques :

0→ Zl(d)→ Ql(d)→ Ql/Zl(d)→ 0

Elle induit une suite exacte longue en cohomologie, et en particulier un morphisme
bord :

H2i−1
ét

(
X,Ql/Zl(i)

) β−→ H2i
ét
(
X,Zl(i)

)
qu’on appelle le morphisme de Bockstein.

On peut vérifier que le morphisme β s’insère dans le diagramme commutatif
suivant — voir [CT93], diagramme (3.8) avec des notations légèrement différentes :

Hi−1(X,Hi,iét (Ql/Zl))
(1) // CHi(X)l−tor

γX
��

H2i−1
ét

(
X,Ql/Zl(i)

) β //

(2)

OO

H2i
ét
(
X,Zl(i)

)
où la flèche (1) est donnée par la suite exacte du Corollaire 2.10, la flèche (2) est
donnée par la suite spectrale du coniveau pour la cohomologie étale comme dans le
lemme 2.11, et γX désigne la classe de cycle en cohomologie étale.
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